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РОЗРАХУНОК ПЕРЕХІДНИХ ПРОЦЕСІВ САР 
ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКУ МЕТОДОМ КВАДРАТУР 
Проказа О. І., к.т.н., доцент; Літвінов К. А., аспірант 
Східноукраїнський національний університет ім. В. Даля 
Особливістю кожної САР є наявність у них технологічного об’єкта керування 
(ТОК), засобу вимірювального контролю (ЗВК), регулятора, виконавчого механізму 
(ВМ), нормуючих і проміжних вимірювальних перетворювачів та інших додаткових 
елементів, наприклад, підсилювачів, суматорів сигналів. До основних інерційних 
елементів кожної САР відноситься ТОК, ЗВК, регулятор і ВМ. У залежності від 
складності ТОК описуються лінійними диференціальними рівняннями як першого, 
так і вищого порядку, регулятори – нульового, першого та другого порядку, ЗВК - 
нульового, першого, другого порядку та більш високого порядку. Виконавчі 
механізми у більшості випадків описуються диференціальним рівнянням першого 
порядку. Таким чином, характеристичне диференціальне рівняння, котре описує САР, 
як правило, є високого порядку. Якість регулювання оцінюється за характером 
перехідного процесу. Причому час регулювання та перерегулювання кожної САР 
повинні бути мінімальними. У сучасних комп'ютерно-інтегрованих системах 
управління для розрахунку перехідних процесів за результатами вимірювального 
контролю використовуються наближені методи, серед котрих широко 
використовується метод зворотного перетворення Лапласа. До основних недоліків 
цих методів є достатньо низька точність розрахунку, яка для САР високого порядку 
може досягати до 20 %. За рахунок складності і тривалості розрахунків відомі методи 
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мають достатньо низьку швидкодію. Окрім того, розрахунок оптимальних 
налагоджень регуляторів інтегральними методами за відповідними критичними 
точками перехідного процесу є достатньо неточним, що призводить до суттєвих 
похибок регулювання. Таким чином, розробка та дослідження методів, котрі 
забезпечують високу точність і швидкодію розрахунку перехідних процесів є 
важливою науково-практичною задачею. 
Передавальна функція об’єкта четвертого порядку має вигляд: 





,  (1) 
де s  - оператор Лапласа; Оk  - коефіцієнт передачі об’єкта. 
Уводячи заміну ωjs = , де ω  - кругова частота, рівняння (1) приводиться до 
такого вигляду:  
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У рівняння (2) уведемо наступні позначення: ( ) 4442221 ωτωτω +−=С ;
( ) ( ) ( )22331224442221 ωττωωτωτω −++−=B ; ( ) ( )2331 ωττωω −= okD . 
Тоді рівняння (2) у формі відношення поліномів приймає такий вигляд: 













jWО −= .  (3) 
Позначимо ( ) ( ) ( )ωωω СBK −=  звідки ( ) ( ) ( )ωωω KBC −= . З врахуванням цього
рівняння (3) набуває вигляду: 


































= 1 .  (4) 
Тоді рівняння  (4) приймає наступну форму: 
( ) ( )[ ] ( )ωωωωω 1221 ООО NjNjW −−= .  (5) 
Аналіз рівняння (5) показує, що функція ( )ω1ОN  для об’єкта має розмірність 
часу і для диференціального рівняння другого порядку ( ) 11 оОN ξω =  тобто дорівнює 
множнику біля першої похідної цього рівняння, а ( )ω2ОN  має розмірність квадрату 
часу тобто ( ) 222 оОN ξω =  і дорівнює множнику біля другої його похідної. Тобто 









2 ξξ ,  (6) 
де iОiО 21 , ξξ  - сталі часу і-ої квадратури ідентифікованого об’єкта. 
Розглянемо одноконтурну САР, котра за каналом регулювання описується 



















ksW СС .  (7) 
Дослідження САР показують, що частоти переходу квадратур через вісь ω  для 
систем, котрі описуються диференціальними рівняннями парного порядку, як 
правило, є одними й тими ж. Якщо САР описується диференціальними рівняннями не 
парного порядку, то має місце зміщення частот переходу. На рис. 1 приведені 
перехідні процеси квадратур  і САР.  
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Рис. 1. Перехідні процеси для першої (крива 1), другої (крива 3) квадратури і 
САР (крива 2) в реальному часі t 
Показано, що перехідний процес складної САР, яка складаються з лінійних 
динамічних елементів і ПІ-регулятора та описується диференціальним рівнянням 
четвертого порядку, можна розрахувати методом квадратур. Суть методу квадратур 
полягає в тому, що за рахунок уведення в частотну передавальну функцію складної 
динамічної системи додаткового поліному її передавальна функція приводиться до 
квадратур, які мають форму передавальної функції другого порядку зі сталими часу, 
котрі залежать від сталих часу динамічних ланок і кругової частоти. Указується, що 
стала часу, яка є множником біля другої похідної першої квадратури, повністю 
визначається частотою переходу ДЧХ через частотну вісь. Сталу часу, яка є 
множником біля першої похідної першої квадратури можна визначити за мінімумом 
площі між реальною ДЧХ системи та ДЧХ першої квадратури. Другу квадратуру 
можна визначити за різницею між реальною та ідентифікованою першою 
квадратурою ДЧХ. Показано, що для САР четвертого порядку частота переходу ДЧХ 
другої квадратури рівна такій же частоті першої квадратури. Так як друга квадратура 
є незначною, то в багатьох практичних задачах нею можна знехтувати. До основних 
позитивних якостей методу квадратур є розрахунок перехідних процесів за 
аналітичними формулами, котрі використовуються для диференціальних рівнянь 
другого порядку.  
